数学を創り上げる意識的な推論に関する考察 by 武内  裕


- 163 -
（ ）きであると述べている。 1981,pp.83-102
①課題を，簡潔，明確，統合などの観点を
ふまえて把握する
②仮想的な対象の設定とその実在化のため
の手法
③解決の鍵としての「数学的なアイデア」
の存在と意識化
④構造の認識と保存－特に，拡張，一般化
による創造の手法と論理
⑤評価－解決の確認とその真価の感得，残
された問題点と発展への志向
つまり，数学を創り上げていく授業におい
て，これら５つの構造が現れ，生徒たちが推
論する上で意識されなければならないと考え
る。次に，数学を創り上げていく過程でどの
Lakatosような推論が行われるべきであるか
や の先行研究をもとに，その様相をLampert
明らかにする。
３．意識的な推論の意義
（ ）は，その著書「証明と論Lakatos 1980
駁」において，学問としての数学が，証明と
， ，論駁によって改良され 成長していく様子を
架空の教室における生徒の議論の形で示して
いる。議論の中の教師は，以下のように述べ
（ ）ている。 p.50
発見は上下するのではなく，ジグザグの道を
たどるのです。反例に小突かれ，素朴な推測か
ら前提へと動き，再び戻って素朴な推測を削除
し，定理で置き換える。素朴な推測と反例は一
人前になった演繹構造には現れません；発見の
ジグザグは最終的な結果にはっきり現れること
はないのです。 （下線は筆者）
つまり，一人前になった演繹構造に現れる
ことのない素朴な推測や反例に着目し，証明
と論駁のジグザグ過程をたどる議論を行うこ
とが，数学的な知識の発展につながると考え
られる。すなわち，この証明と論駁のジグザ
グ過程において，推測の仮説となる数学的な
知識を反例等により修正・発展することが，
意識的な推論であると考える。
しかし， の「証明と論駁」とは，Lakatos
学問としての数学の発展であり，架空の授業
として表した議論であることに注意しなけれ
ばならない。この証明と論駁の考えを，その
まま学校数学に取り入れることが妥当である
のか検討の必要がある。
大竹（ ）は， が示す「証明」1993 Lakatos
，「 」を 推測を分割する思考実験もしくは議論
と解釈し 「証明は推測を正当化あるいは検，
証するものである。また，証明は演繹的な推
論によるものとは限定しない。帰納的な推論
や類推あるいは類比といったものでもかまわ
ない （ ）という新しい証明観として捉。」 p.33
え，証明と論駁の考えを高校数学に取り入れ
ようと試みている。しかし， が示すLakatos
「 」 ， ，推測 は 一般化が意識されたものであり
これを学校数学にそのまま活用すると，活用
範囲が限られてしまう。そこで，推測の意味
を広げ，生徒の考えに基づいた結果（答え）
。 ，も含める必要があると考察している つまり
推測の意味を広げることで，この新しい証明
観に基づいた証明と論駁の考えが，高校数学
でも十分に可能であると捉える。
さらに，大竹は，この証明と論駁の考えを
学校数学に取り入れていく意義を 「教師と，
生徒が共に数学を創っていく視点」と 「数，
学的な知識が社会的な相互作用の中で構成さ
れるものであるという視点」にあると述べて
おり，筆者も同様の立場をとることにする。
ただし， の証明と論駁の前提にはLakatos
（ ） 。 ，数学の可謬性 布川 がある しかし,1994
学校数学では，ある程度，確定された知識が
積み上げられていくものと考えるので，本稿
， 。では そこまでの立場はとらないものとする
４．授業における意識的な推論の様相
，Lakatosが主張する意識的な推論の過程を
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学校数学の議論において実現した研究者に
がいる。 （ ）は，伝統Lampert Lampert 1990
的な学校数学を学問としての数学に近づけよ
うと試みた。小学校５年生の教室で，帰納的
な態度，道徳的資質（ ）という意Polya,1959
識的な推論を行う上で必要な価値観を取り入
れた数学的ディスコース・コミュニティーを
実現している。教師と子どもが共に「推測に
始まり，反例や論駁を通して，仮定の検証に
進むジグザグ道 （ ）をた」 Lampert,1990,p.30
どる，つまり，意識的な推論の過程を議論で
実現し，指数の性質を創り上げている。そこ
で， の指数の事例をもとに，意識的Lampert
な推論の過程の具体的な様相を考察する。
4.1. Lampertの事例プロトコル
（ ）は，アメリカの小学校５Lampert 1990
年生に対して，以下のような学習問題を設定
して，指数の授業を行っている。
【学習問題】
《学習問題１》 から までの平方表を作り，1 100
平方数のパターンを見つけよう。
《学習問題２》５ ，６ ，７ の末尾の数は何で
４ ４ ４
しょう。すべて計算しないで求めよう。
学習問題１に対して，子どもたちは，帰納
的な観察をもとに，平方数の末尾の数の規則
性を発見し証明した。その後，学習問題２の
。 ，５ の末尾の数について考えた 推測と証明４
論駁のジグザグ過程をたどりながら，５ の４
末尾の数に対する推測が，５の累乗すべての
末尾の数や下２桁の数に対する推測へ発展し
ている。さらに，その推測が，６の累乗すべ
ての末尾の数に対する推測へと発展した。
その後，７ ，７ の末尾の数についての議４ ５
論が行われた。その議論において発話された
内容を以下に示す （ は教師。複数発話し。 T
た子どもには，名前の後に数を記す ）。
【場面２】
： では，７ の場合はどうなる？」T3 「 ５
： 私は，また１になると思う 」Arthur1 「 。
： 私は９だと思う 」Sarah 「 。
： 私は７になると思う 」Soo Wo1 「 。
： と板書して 「 ，あなたはT4 7 = 1? 9? 7? Sam（ ），
5
心の中で正しいことを証明したに違いないわ
ね 」 「 ，なぜ，あなたはこれが１だと。 Arthur
思ったの？」
「 は１で終わるから，それにもう一回Arthur2 7
4
１をかけるから 」。
： の答えは になる。その答えに７Gar2 7 2401「
4
をかける。だから７×１だよ 」。
： なぜ９なの？ 」T5 Sarah「 。
： 私は， が４９に違いないと考えTheresa Sarah「
たのだと思う 」。
： おそらくそれは となっていGar3 9, 1, 9, 1, 9, 1「
ると思う 」。
： は１で終わるから，もし，それに７Abdul 7「
4
をかけるなら，７で終わることになる 」。
： それは７だ。だって × × といCarl1 49 49 7「
うことだから 」。
Arthur3 7 7： 私はまだ１だと思う。だって， ×「
。 ，を計算して になる それから は ×49 7 49 49
4
。」7 7 7
5 4 4
は に をかけるから１で終わると思う
： はいくつ？」T6 49「 2
： だよ 」Soo Wo2 2401「 。
： の理論だと は × だかT7 Arthur 7 2401 2401「
5
ら，ここの１とここの１で… 」。
： それ（ ）は （ × ではなSoo Wo3 7 2401 2401「 ，
5
くて ） × だ 」， 。2,401 7
「 。Gar4： それは９にならないことの証明にもなる
は３で終わるから， にはならないは7 9,1,9,1
3
ずだ 」。
： 私は になると思Martha 1, 7, 9, 1, 7, 9, 1, 7, 9「
う 」。
： 何で の末尾は３なの？末尾の数は…９×T8 7「
3
７で になるわ 」63 。
： のはうまくいくから間違っていなCarl2 Abdul「
い。彼は末尾の数に７をかけると言った。そ
して末尾は９になったから，末尾は３だ。だ
から， になるよ 」1, 7, 9, 3, 1, 7, 9, 3 。
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Arthur4 7 7「私は考えを訂正したい。それは， ×
7 7 7 7 7 7 7× × × 今 私はそれを × × ×。 ，
× × × × と考えていた 」7 7 7 7 。
4.2. 推測と証明，論駁のジグザグ過程
（ ）は，帰納的な観察と演繹Lampert 1990
的な議論を，推測と証明，論駁のジグザグ過
程として捉え，推測を一般化する様相と，推
測のもとにある仮説を修正する様相を考察し
ている。
4.2.1. 推測の一般化
場面２では，教師の発問「７ の末尾の数５
は何か」に対して３つの推測が出され，その
推測に対する証明と論駁の議論がなされてい
Gar3 9,1,9,1,9,1る しかし おそらく それは。 ， 「 ，
となっていると思う ，さらに， 「私。」 Martha
は， になると思う ， 「だか1,7,9,1,7,9 Carl2。」
ら， になるよ 」から分かるよ1,7,9,3,1,7,9,3 。
うに，推測が７ の末尾の数字から７の累乗５
の末尾の数字の規則性に発展している。
は，この議論を「特定の領域で指数Lampert
がどのように働くかについて立てた仮説のう
ち，どれが別の特徴をもつ新たな数の集合で
も検証可能になるかという討論の場」
（ ）と捉え，子どもたちは，５や６1990,p.52
の累乗の末尾の数の規則性を７の累乗という
新しい領域に拡張しようとしていると考察し
。 ， 。ている つまり 推測の一般化を行っている
さらに， は，推測の一般化の過程Lampert
に，類推的な推論が働いていることも指摘し
ている（ 。1990,p.49）
（ ）は 「一般化特殊化および類Polya 1959 ，
比は，数学の問題を解く際に共同で行われる
ことが多い （ ）また 「特に類比を用。」 ，P.16
いることなしに，うまく運ぶことができるよ
うなどんな発見もないであろう （ ）と。」 p.18
述べ，発見的な推論としての類推の重要性を
示している。よって，推測する，または，推
測を一般化する過程では，類推の考えが有効
に働くことが示唆される。
4.2.2.推測のもとにある仮説の修正，そのための
論駁の重要性
は， や が述べる道徳Lampert Polya Lakatos
的資質をもち，推測のもとにある仮説，すな
わち，既有の数学的な知識を意識的に修正し
ている子ども に注目している。Arthur
のはじめの推測は 「 ）まArthur Arthur1，（
た１になる 」である。その根拠として，ま。
ず 「 ） は１で終わるから、それ，（Arthur2 74
。」 。にもう一回１をかけるから を挙げている
そこには，７ は７ ×７ で求めることがで５ ４ ４
きるという指数の作用の誤った理解が仮説と
Gar2 Abdul Carl1なっている この後に や。 ， ，
が末尾は７になることを証明しているが，
，「（ ） 。Arthur Arthur3は 私はまだ１だと思う
だって、 × を計算して になる。それ7 7 49
から は × 、 は に をかけるか7 49 49 7 7 74 5 4 4
ら１で終わると思う 」と主張し，はじめて。
仮説が言語化されるが，修正できていない。
Gar2 Abdul Carl1 Arthurや ， の発話により
Garが推測を修正できなかった原因を考える。
らは， の１回目の根拠（ ）かArthur Arthur2
ら， の誤った仮説を把握できていなかArthur
。 ， ，ったと思われる そのため らの発話はGar
「７になる」という推測の証明にはなるが，
の推測への論駁にはなっていなかったArthur
のである。しかし，教師の と の発話T7 T8
Arthur Sooにより の誤った仮説が顕在化し， ，
により， の誤った仮説を論駁すWo3 Arthur
る意見が出された。それによって， はArthur
自らの仮説の誤りに気づき，指数がどのよう
に働くかを修正することができたと考える。
上記のように， を中心として発話にArthur
注目することで，推測に対する証明と論駁の
ジグザグ過程の中で，推測のもとにある仮説
の誤りを修正する，つまり，数学的な知識を
創り上げていく意識的な推論の様相を捉える
ことができた。しかし，ただ推測を否定する
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だけの論駁では，推測のもとにある誤った仮
説を修正するために有効に働かない。論駁す
る者が誤った仮説を捉え，正当化されるべき
仮説と比較するなどして，的確に指摘するこ
とが必要であると考える。また，複数の推測
が出されていたことも，そのもとにある仮説
を意識して修正する上で，有効に働くと考え
られる。
4.3. 反例による論駁
は，意識的な推論の過程で，反例Lampert
の重要性を示している。事例の中でも，推測
「５や６の累乗の末尾の数は基数と同じであ
る」や「下２桁が基数の平方と同じなる」に
対して，発展させた推測「１から９までどの
数にでも当てはまるじゃないか」が出された
場面で，具体的な反例「７ は４９になる」２
や「６のときの末尾２桁も，いつも３６には
ならない」を挙げ，推測の修正「もとの数と
， 」末尾の数は いつも同じというわけではない
が行われた。しかし，ここでの反例による論
駁が，その後の推論にどのような影響をもた
らしているかは読み取ることはできない。
， ，「 」 ，しかし は 証明と論駁 の中でLakatos
推測の真偽を判断するのに，反例による論駁
の重要性を示した。また， （ ）Balacheff 1986
も，反例の効果をモデルで示し，その重要性
を示している。 は，反例が証明やBalacheff
命題・推測だけでなく，知識背景や合理性へ
の効果を生むということを強調している。
手島（ ）も 「証明が推測した事柄の1994 ，
正当化や検証を対象に据えるとするならば，
そこに有効に働きかけてくるのが反例による
推測の見直しである （ ）と述べ，反例。」 p.3
による論駁の重要性を示している。しかし，
子どもたちの実態を見たとき，反例を見出す
ことが困難であることも指摘している。その
原因として，学校数学の指導法を挙げ，授業
の中で，推測することやその仮説に問題意識
をもつ姿勢をつくることが必要であると述べ
ている。
つまり，推測の仮説に着目し修正するため
には，反例を挙げることが有効であることが
分かる。しかし，生徒は適切な反例を挙げる
ことが困難であるので，教師の支援が必要で
あることが示唆される。
4.4. 考察
は， の意識的な推論を，Lampert Lakatos
推測と証明，論駁のジグザグ過程として，小
学校の算数の授業で実現した。その推測と証
明，論駁のジグザグ過程では，数学的な知識
を発展させる様相と，修正する様相が見られ
た。
その２つの様相に共通して見られたこと
は，推測や証明の未熟さや誤りに対して，新
たな推測や証明が出されたり，反例などをも
とに論駁したりするジグザグ過程をたどる推
。 ，論が行われていることである その過程では
推測のもとにある仮説が意識され，議論の中
で顕在化することによって，数学的な知識と
して発展したり，修正されたりしている。
また，推測を新しい推測に発展させる過程
や，証明から新しい証明を導く過程では，既
有の知識と結びつけ類推的な考えが働いてい
ることも明らかになった。そして，推測や証
， ，明の確信を高めたり 反例を見つけるために
事例検証とのジグザグ過程も明らかになっ
た。筆者は，このジグザグ過程を数学を創り
。 ，上げるための意識的な推論と考える しかし
の事例は，小学生を対象とした特殊Lampert
な事例である。よって，中学校数学において
も妥当であるのか検討する必要がある。
筆者の推論過程にみる意識的な推論の考察５.
の事例に見られた意識的な推論のLampert
過程の様相が，中学校レベルの数学の推論過
程でも起こりうるか，筆者の推論過程をもと
に検討する。

- 168 -
判断できない。そこで，６の倍数の判定法の
考え（③）を用いて，差が大きな数になって
しまったときは，もう一度，一位の数の２倍
と十位以上の数の差を調べればよいと考え
る。
［ ］ について検証し， が７の倍数であ10 161 161
ることを確認する。
［ ］一位の数の２倍と十位以上の数の差が，11
７の倍数になればよい。そして，差が大きか
ったら，もう一度同じことをして，７の倍数
か確かめればよいと推測する。
［ ［ ］の推測が、桁数の大きな７の倍数で12 11］
も成り立つだろうという確信を得たので、文
字式を用いて説明しようと考える。 の倍4,6
数判定法で行ったように，７で割り切れる数
と割り切れない数に分けようと考える。
を自然数，ｂを９以下の自然数または０a
として，
ｂ＝ ｂ10a+ 7a+3a+
［ ］下線部が一位の数の２倍と十位以上の数13
， 。の差にならないので を導こうと考えるa-2b
10a+b 7a+3a+7b-6b＝
＝ ( ｂ) ( )7 a+ +3 a-2b
［ ］文字を活用して説明されたので，推測に14
対する確信を高めた。しかし，今までの倍数
判定法と比較すると，７の倍数の判定法は複
雑である。そこで， の倍数判定法のよう4,6
に条件を２つにすることで，判定法を簡潔に
することができないか考える。
［ ］そこで ［ ］の式を見直す。15 12，
を 以下の自然数または として，a,b 9 0
ｂ＝ ｂ10a+ 7a+3a+
7a+2a+a+b＝
［ ］ が の倍数であるとすると， も７の16 a+b 7 2a
倍数でなければならない。つまり， も もa b
７の倍数ということになると考える。
［ ［ ］の条件に当てはまる具体的な数を事17 16］
例検証する （ ）。 7,70,77
［ ］３桁の７の倍数で ［ ［ ］のように18 15 16， ］
考えることができないか式変形を試みる。
を 以下の自然数または として，a,b,c 9 0
100a+10b+ 98a+7b+2a+3b+cｃ＝
98a+7b+a+2b+a+b+c＝
19 a+b+c 1 a+2b［ ］ ，…( )が７の倍数であるとすると
2 a,b,c…( )も７の倍数でなければならない。
2 1 b-cの条件を導くために ( )－( )をすると， ，
が導かれ，これも７の倍数である必要がある
と考える。
20 a+b+c b-c 7［ ］ ， ，整理すると が７の倍数で も
の倍数であればよいと考えられる。
［ ［ ］の条件に当てはまる具体的な数を事21 20］
例検証する（ … 。これに7,70,77,133,266,322, ）
よって ［ ］も含まれることが分かった。， 16
5.3. 筆者の推論過程の分析
筆者の推論過程においても， の推Lampert
測と証明，反例による論駁のジグザグ過程が
見られた。そして，そのジグザグ過程には，
誤った推測を修正する様相と，推測を発展さ
せる２つの様相が見られた。
推測と証明，反例5.3.1. 誤った推測を修正する「
による論駁のジグザグ過程」
一位の数［ ］から［ ］では，推測［ 「1 6 5］
の２倍と十位以上の数の差が，７の倍数になればよ
」を導くまでの過程で，３つの推測と事い。
例検証，反例による論駁のジグザグをたどっ
ている。はじめの推測を立てるために，今ま
5.5.でに明らかになった倍数の規則性の視点（
の①～③）が数学的なアイデアとして働き，
簡潔な規則性を見つけたいという価値観のも
と ［ ［ ［ ］の順序で推測が立てられ， ］， ］，1 3 5
一位の数や下２桁ている。しかし，推測［ 「1］
の数に規則性がないか 各位の数の和や差」と［ 「3］
」は，具体的な７の倍が７の倍数にならないか
数をあてはめるという事例検証により，推測
に合わない結果（反例）により論駁され，推
測の修正を行った。そして， の倍数の特4,6
一位徴が７の倍数にも発見され，推測［ 「5］
の数の２倍と十位以上の数の和や差が，７の倍数にな
」が立てられた。ここには，類推的ればよい
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な考えが働いている。この推測［ ］は，２5
数の事例検証［ ］によって，確信が得られ6
た。この推測と事例検証，反例による論駁の
ジグザグ過程では，誤った推測を修正してい
く様相を捉えることができる。
推測の確信を高める「推測と証明のジグザグ5.3.2.
過程」
一位の数［ ］から［ ］では，推測［ 「7 13 5］
」の２倍と十位以上の数の和や差が，７の倍数になる
と証明のジグザグをたどっている。この過程
で注目することは，証明の方法が具体的な事
例検証から文字の式を活用した抽象的な証明
に変更されていることである。そこで，この
変更の過程を考察する。
この証明の方法の変更には，推測への確信
。 ［ ］ ，が大きく関わっている 推測 に対して5
２桁の７の倍数の事例検証（ ［ ）が２［ ］， ］6 7
回行われ，推測［５］への確信を高めた。次
に，３桁以上の７の倍数の事例検証（ ）［ ］8
が行われ，推測の適用範囲が広がったことに
より発展された推測［ ］が導かれ，推測へ11
。 ， ［ ］の確信がさらに高まった そこで 推測 11
を一般化することができると考え，文字の式
を活用した抽象的な証明に変更したと考え
る。つまり，この推測と証明のジグザグ過程
では，事例検証により推測の確信を高め，証
明方法を変更して推測の一般化を図ろうとす
る様相を捉えることができる。
5.3.3. 一般化された推測から新しい推測を導く
「推測と証明のジグザグ過程」
［ ］から［ ］では，一般化された推測14 21
一位の数の２倍と十位以上の数の和や差が，［ 「11］
７の倍数になる の」から新たな推測［ 「14］ 4,6
倍数判定法のように条件を２つにすることで，判定法
」を立て，推測とを簡潔にすることができないか
証明のジグザグ過程をたどっている。この過
程で注目することは，一般化された推測から
新たな推測が立てられていることである。
［ ］において，今までの倍数判定法と７14
の倍数判定法の評価が行われ，７の倍数判定
法の複雑さを感じた。そこで，７の倍数判定
法を簡潔するために，簡潔である の倍数3,9
判定法と，２つの条件をもつ の倍数判定4,6
法の考えを類推的に７の倍数にあてはめよう
としている。この過程では 「簡潔 「統合」， 」
などの数学的な価値（中島 中村 ）,1981; ,2005
が働いていると考える。その結果 ［ ］の， 20
ように，局所的ではあるが，数学的な知識を
統合，発展した推測を一般化することができ
たと考える。
， ， （［ ］，また この過程では 抽象的な証明 16
［ ］） ， （［ ］，［ ］）19 17 21の後に 具体的な事例検証
が行われている。この事例検証は、一般化さ
れた推測の確信を高めるために行われてい
る。 （ ）は，これを「帰納的な態Polya 1959
度」とし，発見的な推論における重要性を指
摘している。
この推測と証明のジグザグの過程では，一
般化された推測を数学的な価値観によって見
直し，さらに新しい推測を立て証明する様相
を捉えることができた。また，抽象的な証明
と具体的な事例検証のジグザグ過程も捉える
ことができた。
5.4. 考察
倍数の規則性を求める問題は，倍数の規則
性に対する推測を一般化しようと試みる過程
で，簡潔な倍数の判定法を見つける問題へと
Lampert変化した その推論の過程において。 ，
（ ）の事例から明らかになった「推測と1990
証明，論駁のジグザグ過程」が見られた。そ
のジグザグ過程には，推測を修正・発展させ
，「 」る様相として 誤った推測を修正する様相
と 「推測の確信を高めて一般化する様相」，
を捉えることができた。さらに， のLampert
事例には見られなかった「一般化された推測
から新しい推測を導く様相」も捉えることが
。 ，できた これらのジグザグ過程をたどるには
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の事例と同様に，既有の数学的なアLampert
イデア，既有の知識と結びつけた類推的な考
えが大きく関わっている。さらに，数学的な
価値観（中島 中村 ）による評価が,1981; ,2005
重要であることも新たに明らかになった。
しかし， の事例に見られた「推測Lampert
のもとにある仮説を修正する様相」が筆者の
推論過程から捉えることができなかった。つ
まり，推測のもとにある仮説が顕在化せず，
数学的な知識の発展や修正を捉えていないの
である。ここには，推論を行う上で，仮説を
意識することの困難さも関わっていると考え
る。よって，意識的な推論を考察するために
は， の「推測と証明，論駁のジグザLampert
グ過程」を，仮説に焦点をあてて構造化する
など検討の必要がある。
また，この事例は，あくまでも数学に関わ
っている筆者の推論における考察である。数
学の授業において意識的な推論が行われるか
は検討の必要がある。
６． おわりに
本稿では， の意識的な推論をもとLakatos
にした の「推測と証明，論駁のジグLampert
ザグ」の概念を事例から考察し，数学を創り
上げる意識的な推論の具体的な様相を明らか
にした。しかし，数学的な知識の修正や発展
を捉えるために，ジグザグ過程の構造化につ
いて検討する必要がある。また，数学的な価
値観や数学的な考え方と，ジグザグ過程の関
わりを明らかにする必要があると考える。こ
れからは、これらの課題を、先行研究を精読
し，事例を分析しながら検討していく。そし
て，中学校の数学における「推測と証明，論
駁のジグザグ」の概念の妥当性を検討してい
く。
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